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| sistemi di punti material

| sistemi di punti materiali sono insiemi di punti materiali che hanno interazioni mutue piu o meno forti. Un corpo esteso si
studia come un sistema di punti materiali.

| corpi in vari stati di aggregazione possono essere studiati come sistemi di punti materiali. Tuttavia il punto materiale non
corrisponde ad un’entita fisica ben precisa (per esempio I'atomo o la particella). E semplicemente la pit piccola unita di
materia del corpo che non abbia altro dettaglio rilevante per la descrizione del fenomeno che la propria massa. Cosi, in
un gas monoatomico, gli atomi possono essere trattati come punti materiali per alcuni scopi. In un corpo rigido,
potremmo considerare una porzione di materia piu grande.

La dinamica dei sistemi di punti materiali non richiede nuovi principi fisici, ma si appoggia sui tre principi della dinamica
gia esposti.
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| sistemi di punti material

Cominciamo con il definire il centro di massa di un sistema di punti materiali
Z m, 7
Fey= Z m, v M=) m,é lamassa del sistema
Z m, ,.
Vediamo come si muove il cehtro di massa di un sistema:
Z —L > mv,
VCM d rCM — an P:MVCM:Z Pi
t Z m, Z m, i

d . d o Z ldt _Z,-:ma 1 del, d_P_Ma» _Zdﬁi
oM~ g Vem ™ Zm _Zmi ) = cM— ~ it

1
Il centro di massa si muove come un punto materiale che ha la massa del sistema e la sua quantita di moto

a

- , | " ¥ 357
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La Prima Equazione Cardinale della dinamica dei sistemi di punti materiali

Consideriamo un sistema di punti materiali, soggetti a forze esterne al sistema e a forze interne.

Su ciascun punto / avremo:

N dDp.
+ .F. =y Pi

est,i,h ey int,i,j T dt

definiamo :

P=Y p.= quantita di moto del sistema
i

YYF
i h

-

22 F =F . —Tisultante delle forze esterne agenti sul sistema
[ h o

LXF
I

—0:infatti F. . =—F.

int,i, j int,i,j int, j,i

per il terzo principio
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La Prima Equazione Cardinale della dinamica dei sistemi di punti materiali

Sommiamo le equazioni per tutti i punti materiali

dp
Z Z Fest,l,h+z Z Fmt,l,]_z pl

i j#i
defmlamo.
P= Z P;= quantita di moto del sistema

Z Z | h—IE =risultante delle forze esterne agenti sul sistema

-

Z Z Flnt i ]_O lnfattlFmt i,j _Fint,j,i

Otteniamo:
dP

est = dt

F

La derivata della quantita di moto totale del sistema di punti materiali € uguale alla risultante di tutte le forze
esterne al sistema.
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La Prima Equazione Cardinale della dinamica dei sistemi di punti materiali

Elaboriamo sulla Prima Equazione Cardinale

—
P dP _ M3
est dt — aCM
Osservazioni:
1) Il sistema di punti materiali sSi muove come un punto materiale con tutta la massa concentrata nel centro di massa e

soggetto solo alle forze esterne. Questo spiega perché possiamo modellare sistemi estesi come punti materiali
guando non ci interessano i particolari del moto delle singole parti.

2) Le forze interne tra i vari punti del sistema non influenzano direttamente il moto del sistema del centro di massa, ma
le forze esterne potrebbero dipendere dalla posizione e/o velocita dei singoli punti materiali.
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La Seconda Equazione Cardinale della dinamica dei sistemi di punti materiali

Consideriamo il momento angolare dei punti materiali rispetto ad un polo O e la loro somma

Jo:Z miro,ixvi:Z rO,iX<mivi>:Z o iXD;
i i i

Riferiamo il momento angolare rispetto al centro di massa, introducendo la posizione di quest’ultimo rispetto al polo O:

-

_jo:Z FO,iXﬁi:Z (FO,CM+FCM,1‘)><I_51':Z FO,CMXﬁi-l-Z 7:CJM,iXﬁi:ro,CMXZ: 1_51+jCM:
1 1 1 1 1

Teorema di Konig per il momento angolare: Il momento angolare rispetto ad un polo O é pari alla somma del
momento angolare calcolato intorno al centro di massa e al momento angolare del sistema considerato
concentrato nel sistema del centro di massa con la sua quantita di moto complessiva.
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La Seconda Equazione Cardinale della dinamica dei sistemi di punti materiali

Adesso valutiamo la variazione del momento angolare:
d
Di

d7 . - dTo, P _5 3
O:Zd—(ro,iXpi)ZZ ro XP, Zrle——vapl+z rOl p :Z ro,ixf

dt dt dt :

Il primo termine € nullo perché la velocita di ciascun punto materiale € parallela alla sua quantita di moto

:Zro,i ZrOl ZFest,l,h-l-zFlnt,l,] erOzxpestzh ZZrOlXFlntl]
i i

J#i I J#i
_Z rO,iXFest,i-l-O
Il secondo termine e nullo per il terzo principio della dinamica: XFlnt = rO,jX Fim’j’i

| contributi delle forze interne si annullano a coppie, infatti sono coppie di braccio nullo
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La Seconda Equazione Cardinale della dinamica dei sistemi di punti materiali

Otteniamo la seconda equazione cardinale:

dJj L .
dt 2 :Z rO,iXFest,i:Z Mest,i

1

La derivata del momento angolare di un sistema di punti materiali € pari alla somma dei momenti delle sole forze
esterne, calcolati tenendo conto dei loro effettivi punti di applicazione

I momento di una forza ha dimensioni [M][LZ][T2] e si misura in Nm
Il momento angolare di un punto materiale o di un sistema ha dimensioni [M][L?][T] e si misura in kg m?/s

Per un punto materiale in moto circolare intorno ad un asse, il momento angolare intorno al centro di rotazione e:

-

_ - - - - - _ 2 - -
Jo p=m rO,PXv—er’PX(a)X rO,P)—er,Pa)—IO,Pa)
I, e il momento d'inerzia del punto P rispetto all'asse O
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La dinamica dei sistemi di punti materiali

Le equazioni cardinali della dinamica dei sistemi di punti materiali forniscono 6 equazioni scalari
—

dP <~ =
?_ZFeSt,i

[

di, <« -
dt _Z Mest,i

Esse sono linearmente indipendenti se il sistema comprende almeno due punti materiali.

Per sistemi isolati abbiamo:

ossia quantita di moto e momento angolare totale d_P:6
di un sistema isolato di punti materiali si conservano dt
dj,

=0

dt
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Il moto dei razzi

| razzi sono sistemi isolati. Si muovono spingendo indietro parte della propria massa, e ricevono, per il lll principio della
dinamica, una spinta in verso opposto.

Consideriamo un razzo che espelle una quantita di propellente dm con velocita V..

- dP_= dP_dm. dv dm .. - \_=
P=mv; —=0; = vim———(v—=V . )=0
dt dt dt dt dt ( fet) _ ' _
dv dm= _ dv _ dm - o 42 o
m—+—V,=0 = m_—=———V,,  proiettiamo su x
dt dt dt dt «
m v s - —_
dv, _ dm dm __dv, _ fdm__ (1 dm(V=V ) mady
i A e T m v, o dm o v,
jet m, v, jet
m. (vi—v,) m, R -
[\ /. — s Il termine di massa in logaritmo non sara mai molto grande
logm_ Vv s = vf_vi+vjetlogm E essenziale che sia grande la velocita del getto

i jet f
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La statica dei sistemi di punti materiali

Le equazioni cardinali della dinamica nel caso statico diventano:

Z ﬁ'est,i:6

1

Z ]\_aest,i:6

Esse sono linearmente indipendenti se il sistema comprende almeno due punti materiali.

Se le equazioni sono in numero sufficiente a determinare tutte le forze, si dice che il sistema e isostatico.

Se le equazioni sono insufficienti a determinare tutte le forze, si dice che il sistema e iperstatico.
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La statica dei sistemi di punti materiali

Esempio di problema isostatico: determinare le forze agenti su ciascun

piede di un tavolino a 3 gambe
FotF +F g=—Mg P

= - = - A A FA
(rOAXPA+rOBXPg)1:0
Le altre equazioni o - > \ A B || Fy o F
sono identita 0 = 0 (FO,AXFA+I”O,B><FB)-]:O gl l ©
Esempio di problema iperstatico: determinare le forze agenti su ciascun piede di un tavolino a 4 g¥mbe

- FotF t+Fg+F,.=—Mg
Le altre equazioni . > > > | A
sono identita 0 = 0 (ro,AXFA"'ro,BXFB"'ro,cXFc)'l:O
(rQAXPQ+rQBXPg+rQCXPb)JZO

>
iy
S

Vanno specificate altre condizioni, per esempio con deformazioni elastiche C | Fe
B [l F, OLlF,
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La statica dei sistemi di punti materiali

Esempio di applicazione: le leve
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L'energia cinetica dei sistemi di punti materiali

Definiamo I'energia cinetica di un sistema come la somma delle energie cinetiche dei singoli punti materiali

K:Z Ki:Z %mivfzz %mi{;i'vi

Consideriamo il moto del centro di massa e il moto dei punti materiali intorno al centro di massa:

i

K:Z %mi(v 'i+vCM>'(v 'i+vCM):Z %miv '1'2+Z %mivéM+2Z %miv V=

dr. dr
+221 r; Fem

—|\m,——m,

<!
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L'energia cinetica dei sistemi di punti materiali

Abbiamo quindi dimostrato il teorema di Kénig dell’energia cinetica di un sistema di punti materiali:

K=K'+K_,
K':Z“%miv'i2

1 2
KCMZEMVCM

L’energia cinetica di un sistema di punti materiali &€ data dalla somma dell’energia cinetica del moto dei punti
intorno al centro di massa e dell’energia cinetica del centro di massa, considerato come un punto materiale in
cui sia concentrata tutta la massa del sistema.

Questo teorema ha implicazioni piti profonde di quel che sembra. Infatti, quando guardiamo un sistema apparentemente
fermo macroscopicamente, dobbiamo tener presente che potrebbero esistere (e in genere ci SOno) moti microscopici che
contribuiscono in maniera considerevole all’energia totale.
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Il lavoro e I'energia potenziale per un sistema di punti materiali

Torniamo alla definizione di lavoro elementare per un singolo punto materiale ed estendiamola ad un sistema di punti
materiali

dLi:<Fest,i+Fint,i)’d5i
E per il lavoro totale si ha: — T T g2
P dL_Z (Fest,i+Fint,i) dSi_chons+deiss
i

Qui sono evidenziati il lavoro per le forze conservative e per quelle dissipative

dL=—dU+dL,,

dK=—dU+dL, =dK+dU=dL, <0

diss

Attenzione all’energia potenziale di interazione tra diversi punti del sistema: si scrive una volta sola!
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Il lavoro e I'energia potenziale per un sistema di punti materiali

Energia potenziale totale: € la somma delle energie potenziali dovute alle forze esterne al sistema e a quella delle forze
interne al sistema.

L'energia potenziale delle forze esterne dipende dalle posizioni dei punti materiali

L'energia potenziale delle forze interne dipende dalle posizioni reciproche dei vari punti materiali

=—grad Uest( )
1nt,i:_gradiz Uint(?i’ F])

J#i

est,i

Ue (T))=F
Up(FiuT))=

J

Esempio: due punti materiali connessi da una molla

1,/ = \/(= = > S - > S o
Uintzzk(rA_rB).(rA_rB); FA:k(rB_rA>; FB:k(rA_rB> AQJ\/\/\/\/\/'@B

C’e un solo termine di energia potenziale per coppia di punti!
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Energia meccanica per un sistema di punti materiali

L'energia meccanica totale per un sistema di punti materiali € la somma delle energie cinetiche e potenziali

E:KCM+K '+Z Uest,i+z Uint,ij

j>i

La sommatoria su j € costruita in modo da evitare doppi conteggi
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FISICAL,

| corpi rigidi




FISICAL, (( A\ [ _{Cristiano Bozza 2025/26
| corpi rigidi

Un sistema di punti materiali si definisce corpo rigido se tutti i suoi punti rispettano il vincolo di rigidita, ossia
I'invarianza delle distanze mutue.
d(|[7,.=7

dt

=0 Vi#j

Se conosciamo le posizioni di tre punti materiali di un corpo rigido,
conosciamo le posizioni di tutti i punti. Infatti, poiché le distanze non P
possono variare, la posizione di ciascun punto P €& univocamente

determinata dall'indeformabilita dei triangoli ABP, BCP, CAP. AN

/ \ \\\\
Due punti soltanto (AB) non basterebbero ad individuare la \\
posizione di tutti gli altri perché rimarrebbe libera la rotazione / \

attorno alla retta dei due punti.
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| corpi rigidi

Le coordinate dei tre punti corrispondono a 9 parametri in tutto.

Abbiamo pero tre equazioni di vincolo:

-

r ,—Tg||=cost ,;
Fo—Tc||=cost s
F.—T ,||=cost.,

!

‘

Quindi il numero dei parametri liberi & 9-3=6.

Le equazioni cardinali della dinamica dei sistemi di punti materiali sono 2 equazioni vettoriali, ossia 6 equazioni scalari.

Il moto di un corpo rigido € completamente determinato a partire dalle equazioni cardinali della dinamica dei
sistemi di punti materiali.
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| corpi rigidi

Consideriamo la condizione di vincolo di rigidita: d (||Fl — FJH) —0 YV i;éj
dt
Equivalentemente possiamo scrivere
d||F—7 I
1 :O v.¢ B
dt =
d||?i_?'||2 d(?i_?')°<?i_F') d<Fi_?') > - -> - -~ -
dt TS Jdt =2 dt =(F=F))=2(9, =7 ) (7, =T)=0

La differenza delle velocita di due punti € sempre ortogonale al vettore della loro posizione relativa. Pertanto deve
esistere un vettore w; che consenta di scrivere:
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| corpi rigidi

Possono esistere diverse velocita angolari in uno stesso istante?

Supponiamo di avere tre punti materiali e diverse velocita angolari
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| corpi rigidi

Possono esistere diverse velocita angolari in uno stesso istante?

Supponiamo di avere tre punti materiali e diverse velocita angolari

La componente di wac 0rtogonale al primo vettore e lungo il secondo e identica a quella di was.

Ripetendo il ragionamento con tutte le altre combinazioni dei punti A, B, C e delle loro velocita si conclude che tutte le
componenti delle velocita angolari sono uguali, quindi dev’esserci un solo vettore velocita angolare per tutto il corpo
rigido.

vi: i;CM"' ZUX(Fi_ FCM)

L’atto di moto di un corpo rigido € (al massimo) rototraslatorio
' ‘ ' ¥ 379
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| corpi rigidi e il momento d’'inerzia

L'espressione del momento angolare é:

E rispetto al centro di massa:

Vediamo che:

& ~o>

F'X(@XTF')=F.X| 0,

1

ﬁ

R T

-

-

y_,r“;f;stiano Bozza 2025/26
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| corpi rigidi e il momento d’'inerzia

Pertanto abbiamo: J o= Z m X T 'i):Z m.r ,i2 a)_z mj(;: 'i.a));: :
i i

Si puo mettere tutto cio in una forma alternativa, matriciale o tensoriale, introducendo la matrice d’inerzia o il tensore di

inerzia.
N JCMX Ixx Xy Ixz a)x
Joy=1 @  oppure Jaw 7|1 1, 1|0, conl, =I,,1,=1,,1,=1,
J I, 1, I,|\%:
Un tensore trasforma un vettore in Mzf "o Tz T
un altro vettore . ) - : "
. o r+r —-r.r'. —r'.r'
| tensori rappresentano applicazioni XX TXy Ty y ) Zy
lineari 5> TN _ 1o 1T :Z o ' ' ' o '
I(a(+b))—Ia+Ib L, 1, 1, riyr T, —rir,
I(av)=alv i 2 2
L2 Zy IZZ_ _r'izr'ix _r'izr'iy r'ix+r'iy
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| corpi rigidi e il momento d’'inerzia

Le quantita sulla diagonale sono dette momenti d’inerzia rispetto a ciascun asse. Le quantita fuori diagonale sono dette
momenti deviatorici. Si pud mostrare che esistono sempre tre assi ortogonali rispetto ai quali i momenti deviatorici si
annullano. Questi assi si chiamano assi centrali d’inerzia. Se un corpo rigido e dotato di simmetrie, questi assi sono gli
assi di simmetria del corpo. Se la velocita angolare ¢ allineata con uno di questi assi, si ha:

> 2 > -
JCM:Z m;r; w=1;w
i

La grandezza |, € detta momento d’'inerzia del corpo rigido rispetto all’asse di rotazione specificato da w. Solo in questi
casi, il vettore momento angolare e parallelo ad w. In generale, valgono relazioni piu complesse.

Per il momento angolare rispetto ad un polo O qualsiasi si ha:

Jo=TocuXP+Icy=TrouXP+1;w

b
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| corpi rigidi e il momento d’'inerzia

Le quantita sulla diagonale sono dette momenti d’inerzia rispetto a ciascun asse. Le quantita fuori diagonale sono dette
momenti deviatorici. Si pud mostrare che esistono sempre tre assi ortogonali rispetto ai quali i momenti deviatorici si
annullano. Questi assi si chiamano assi centrali d’inerzia. Se un corpo rigido e dotato di simmetrie, questi assi sono gli
assi di simmetria del corpo. Se la velocita angolare ¢ allineata con uno di questi assi, si ha:

> 2 > -
JCM:Z m;r; w=1;w
i

La matrice assume la forma

B 1 12 12
XX Ixy yy riy+r iz 0 0
12 '2
w Ly L2 0 riert 0
l 2 2
sz Izy Izz 0 0 r'ix+r'iy
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| corpi rigidi e il momento d’'inerzia

La matrice d’inerzia € simmetrica e definita positiva, ossia 67) .(I C_(} )> 0 Y o
w

Per la maggior parte delle applicazioni, si fa in modo che I'asse di rotazione sia un asse centrale d’inerzia. In tal caso
Ta=Emria=1,
em— L, Mir; w=1,Q0
i

e quindi il momento angolare € parallelo alla velocita angolare.
In generale, se I'asse di rotazione non € un asse centrale di inerzia, accadono due cose:

1) Il momento angolare non € parallelo alla velocita angolare

2) se il sistema e isolato, il momento angolare € costante ma la velocita angolare e I’asse di rotazione variano!

Joy=1d
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| corpi rigidi e il momento d’'inerzia

Sotto l'ipotesi che 'asse di rotazione sia un asse centrale d’inerzia (in generale non e vero) possiamo scrivere:

di, [d . - . dP.d~ _. _dP.d dp (d dd

=|—T XP+7, o X—4—J =T o X—F—|T D |=F, oy X—+—I |0+ —
dt dt ©M OCMTde de "M T OMde dt 15]=To,0u dt \dt dt
(il primo termine si annulla perché la velocita e parallela alla quantita di moto).

Per un sistema isolato, nel centro di massa e per un asse centrale d’inerzia, abbiamo

s <=~ . d, . _dI,. .da&
OZZMest,i:E(I&)a)):dt CU+I&)dtw

Se una ballerina comincia un giro (piroetta) con le braccia aperte e poi le chiude, la velocita angolare aumentera perché il
momento d’inerzia sta diminuendo e il prodotto deve rimanere costante
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| corpi rigidi e il momento d’'inerzia

Nel sistema del centro di massa, con momento d’inerzia costante e se I'asse di rotazione non varia, possiamo scrivere:

dw
Z Mest i Ic?) dt
Questo e uno schema di applicazione piuttosto comune.
Se proiettiamo lungo la direzione di w abbiamo:
v A dw
Zl:Mest,i'w_Ic?) ¢ _Ic?) (04
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| corpi rigidi e il momento d’'inerzia

Vediamo il caso generale di rotazione intorno ad un asse qualsiasi. 'I I I
S'intende un prodotto riga per colonna - [A- A H = W
lo=|1 J k||I,, I I,||o,
I, I 1 |1
o=, o+, 0+, 0,)i+(1, 0+, 0 +],0,)j+,0+],0,+I, 0,k

Osserviamo che in un corpo rigido i coefficienti della matrice d’inerzia sono costanti nel sistema di riferimento del
corpo, il quale pero sta ruotando: e quindi compaiono, al solito, le derivate dei versori di base.

Z_t(l@):(Ixxa}x+1xya)y+1xza.)z)?-l-(Iyxa}x-l-Iyya)y+1yza.)z>j+(1xza)x+1yza)y+Izza.)z)lA(+

A

+(Ixx a)x+1xya)y+Ixza)z);+<1yxwx+1yywy+lyzwz>}+(1xza)x+1yzwy+lzzwz)k
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| corpi rigidi e il momento d’'inerzia

/\
-

Ricordiamo che: =@ X1, ] wXj;k=wxk

Z_t(lC_&):(Ixxa)x-l-lxya)y-l-lxza)z)/l:+<1yxa)x+1yya)y+1yza.}z)}.-l-(lxza)x+1yza}y+lzza.)z)l}+

+ o X

. (Ixx a)x+1xy a)y+Ixza)z>/i\+(Iyx wx+Iyy a)y+Iyzwz>}+(1xzwx+1yzwy+lzz wz)i(l:
=lo+woXIw

Nel caso particolare in cui I'asse di rotazione sia un asse centrale d’inerzia,

Tao=I1,0=>0xI,»=I,dXH=0
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| corpi rigidi e I'energia - 1

Torniamo al teorema di Konig sull’energia cinetica considerando la rotazione intorno ad un asse centrale d’inerzia:

K%Mvgw;zmvz éM +;2m<a)><rg.)( HXF )=
=L py? +Z—m.(a)r )’= —Mv e Zmr =L my? +11 w°
p) CM ) I i1l CM p) p) CM p)

Per un corpo rigido rotante attorno ad un asse centrale d’'inerzia, I'energia cinetica assume la forma

KZ%MVZCM+%I@ o’

L’energia cinetica di un corpo rigido si compone di un termine traslazionale (del centro di massa) e un termine rotazionale
(intorno al centro di massa)
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| corpi rigidi e I'energia - 2

Esplicitiamo la componente rotazionale
- [} - - [} _
K—_ CM+Z mv CM+Z W XT i)'(a)xr i)_

CM+Z m (a)yr'iz_wzr'iy)2+(wzr'ix_a)xr'iz)z-l-(wxr’iy y

_1
2
1

[ 27 2 ) 2( 2 ) 2( 2 2

CM X i iz ix iz V4 ix i
= ~Mv; +Z —my| @ (') + o, (r ) F oL (i Hr )+
I I I I —

2;—MvéM+57)-(Ic7))

Anche nel caso piu generale, I'energia cinetica di un corpo rigido si compone di un termine traslazionale (del centro di
massa) e un termine rotazionale (intorno al centro di massa)
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Il lavoro delle forze esterne nei corpi rigidi

Partiamo dalla definizione di lavoro ed elaboriamo

Z ZFest,h,l CIS _ZFestl dS _Z Festl d_dt_
_Z Festl 'dt:Z Fest g VCM+ZU><F'1' dt:z Fest,i'VCMdt"'Z ﬁest,i'z’)x;:'idt:

—Fest VCMdt+Z W' T ><F dt=

est,i

-

:Fest'VCMdt"'Mest,CM'Wdt_F dSCM+Mest,CM'd‘9

est

Dove Fest € Mesicw SONO rispettivamente forza risultante di tutte le forze esterne e momento di tutte le forze esterne
rispetto al centro di massa, e il vettore d0 e parallelo al vettore velocita angolare e modulo pari al prodotto della velocita
angolare per dt.
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Applicazione: curve di coppia e potenza di motori per autotrazione

La “coppia” di un motore e il suo momento torcente M. La potenza e ovviamente Mw.

Internal combustion torque delivery )
Model S - Power (kW) and Torque (Nm) depending on Speed (km/h)
: 400 700
Engine Power and Torque Curves
i 120
280 N\
300 525
100
N \
5 0§
Z o2 = 200 350
g @
g =
S 180 a
40 100 175
120
20
B 0 0
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
1000 2000 3000 4000 5000 6000
Speed (RPM) = Power (kW) == Torque (Nm)

Perché il regime di coppia massima e quello di potenza massima sono diversi?
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Assi di rotazione non passanti per il centro di massa — Teorema di Huygens-Steiner

Supponiamo che I'asse di rotazione non passi per il centro di massa
Il disco in figura potrebbe ruotare intorno all'asse a’ anziché intorno all'asse a

Indichiamo con b la distanza tra gli assi

1 ) 1 2 1 2 1 2
K:2—MVCM+2—I@CU ZEM(a)b) +EI&,a) =
1 » 21 » 1,
=—Mb w+=-Il,0==1",w
2 2 2
y 2
I &):I&)+M b
Il teorema di Huygens-Steiner, o degli assi paralleli, mostra che il momento
d’inerzia rispetto ad un asse non passante per il centro di massa si ottieneaggiungendo al
momento  d’inerzia  centrale il momento dinerzia del centro

di massa rispetto all'asse
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Rotolamento senza strisciamento

Un disco (o ruota) appoggiato su un piano rotola senza
strisciare se il punto di contatto € istantaneamente fermo.

Se questo € vero, l'asse di rotazione del corpo rigido passa
per il punto di contatto, e quindi tutto il corpo sta ruotando

intorno a quel punto

V= Z)X(F_FCM>+vCM
vCM:a)X(FCM_?A)
V= OX(F =T o)+ OX (T —T o )= 0X(T =T )
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Implicazioni fisiche del momento d’inerzia

Nella dinamica rotazionale, il momento d’inerzia ha un ruolo simile a quello della massa nei moti puramente traslatori

F=ma=m-— M=1oa=1—
dt “=4
L=F-As L=M-A6
Pz p=AL_y.z
At t
K:l—mv2 K:1_IC(J2
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Implicazioni fisiche del momento d’inerzia

Il momento d’inerzia scala con il quadrato della distanza dall’asse di rotazione: a parita di massa totale, una distribuzione
di punti materiali ha un momento d’inerzia (molto) maggiore se i punti sono piu lontani.

Per una distribuzione discreta di punti materiali, rotanti intorno all’asse z passante per l'origine:

N
M, = Z m, massa totale
i

N
I=) m(x’+y’) momento dinerzia

1
Per una distribuzione continua con densita p in un volume V-

Mtot:fp(x,y,z)dxdydz
\%

I:fp(x,y,z)(x2+y2)dxdydz
\%4




Implicazioni fisiche del momento d’inerzia

Momento d’inerzia di un disco (cilindro) omogeneo

h 2z R
Mtot:fpdxdydz:f f fprdrd¢dz=
\% 0 0 O
: X,Y,0
=ph?2 JZ’§— =7R°hp —®

h 2z R

I= fpx+y Jdxdydz= [ [ [ pridrd pdz= \/
0 0 O
2

R* R* R
=ph2 7—=n—hp=M,,, —
poh2 7r2 o0=M,,




T N | B
| Ny

BisiCan, & DN

Implicazioni fisiche del momento d’inerzia

Momento d’inerzia di un cilindro cavo

Possiamo ottenerlo come differenza del momento d’inerzia tra il cilindro

esterno e quello interno

h2xR,

I=[p(x*+y’)dxdydz=] | [ pridrd ¢ dz=
v 00 R,

(R.—RY)

=ph2n =7(R:=R))hp

Se il cilindro e sottile

R,~R~R=I=M,_R’

(R°+R’) iy (R+R?)

_ e i

2 tot 2

,Qf ’S tiano Bozza 2025/26
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Implicazioni fisiche del momento d’inerzia

Consideriamo un disco omogeneo (ruota) che cade su un piano
inclinato rotolando senza strisciare.

Dalla condizione di rotolamento senza strisciamento si ha:

V=wR -
Per I'energia cinetica quindi:
1 2 2 1 2 11 2 1 2 1 m 2 1/3m 2
K=—mv+=-Ilw=—mv+——v=—|m+— == m+— == |—
S S RS WA} ) L) KDY MY ND N

L'energia potenziale rimane U=m gz+cost.

Quindi il disco cade piu lentamente perché il momento d’inerzia “aggiunge inerzia”
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Implicazioni fisiche del momento d’inerzia

Consideriamo un disco cavo omogeneo (ruota sottile) che cade su un
piano inclinato rotolando senza strisciare.

Y hY

Poiché la ruota e sottile tutta la massa € concentrata in periferia e |l
momento d’inerzia aumenta.

Per I'energia cinetica quindi:
1 1 I . 1

_1 2, 1 2_ 1 1 1 221
K—zmv+21a) 2m+r2v 2(m+m)v 2(Zm)v

L'energia potenziale rimane U=m gz+cost.

Quindi la ruota si comporta come se avesse massa inerziale doppia rispetto alla massa gravitazionale

Anche osservandola “da molto lontano”, si capisce che non si tratta di un punto materiale: infatti ha una “struttura

interna”, che un punto materiale non ha!
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Calcolo del momento d’inerzia di una sfera

Avendo calcolato il momento d’inerzia del cilindro, € semplice calcolare quello della sfera.
Possiamo considerarla costituita di fettine cilindriche a raggio variabile, ciascuna alta dz.

Il raggio di ogni fettina si ottiene dall’equazione della sfera.

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
x+y +72"<R :>x+y <R —z =>r'=R"—z

R
_ T 2 2|2 —
_fRdzdz—_fR L 4= Py fr()dz—pz _fR(R z)dz dz
8 2
=p[R'-2R'+2 = P R—SMR




urti
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Urti

f
Introduciamo il concetto di impulso di una forza: Iﬁ:f F (t)dt
t

t tf dD Py
If::f dt—fm dt—fd—fdt:!dl_s:ﬁf_ﬁi
t; t; Di

Ovvero: I'impulso della risultante di tutte le forze su un punto materiale in un intervallo di tempo corrisponde alla
variazione di quantita di moto di quel punto materiale tra l'istante iniziale e quello finale.

L'impulso su un sistema di punti materiali € la somma degli impulsi sui singoli punti IZ ﬁ:f Z Fi

Attenzione: Non confondere mai impulso e lavoro! Sono due grandezze diverse, con dimensioni diverse.
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Urti

Un processo di interazione tra due (o piu) corpi si definisce urto se I'impulso delle forze esterne al sistema dei
corpi interagenti é trascurabile per tutta la durata del processo.

Attenzione: nella definizione di urto non entra in alcun modo il concetto di contatto!

Questa definizione consente di trattare il sistema come se fosse isolato.

Se due sferette metalliche si urtano, possiamo i’)
immaginare che vi sia una molla dalla costante
elastica molto grande che impedisca

la compenetrazione

L'impulso (ossia la variazione di
quantita di moto) della
forza elastica supera tutte le forze esterne
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Urti

La conservazione della quantita di moto € uno dei capisaldi dello studio degli urti.

Gli urti sono uno strumento di indagine fondamentale: per conoscere un oggetto o un altro individuo, noi lo bombardiamo

di fotoni, e indichiamo con il nome di immagine dell’'oggetto o individuo la distribuzione di quelli che nell’'urto vengono
riflessi!

Nel sistema del centro di massa dei due corpi (o punti materiali) che collidono, si ha, per definizione di centro di massa
(con “’ " indichiamo le quantita misurate nel sistema del centro di massa)

- _ - . _ - :
Dette pii € p2i le quantita di moto prima dell’'urto, si ha: 0=P CM,f— P CM ,i

-

O:P'CM,f:p'li-l-p'Zi = P o= P
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Urti

Prima dell’urto, I'energia cinetica di un sistema di due punti materiali nel sistema del centro di massa vale:

) ) ;2
Kri:%mlvri_l_%mzvyg:é) 1i+p 2i:p 1i 1 + 1
m, 2m, 2 |\m, m,

Se | due corpi hon possono essere considerati punti materiali, ma devono essere trattati come due sistemi di punti
materiali, la formula diventa piu complicata:

2 r2 12
P : 1 1
— 1l+p 2I+I<”i1+1<”i2:p - + +K”i1+K”i2
2m, 2m, 2 \m;, m,

1

1 2 1 2
I — ] r I ]
K '_Emlv K i1+§m2V »+K';,

K''.,=energia cinetica nel centro di massa del sistema 1 nello stato iniziale
K'',,=energia cinetica nel centro di massa del sistema 2 nello stato iniziale
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Urti

In sequito all’'urto, possono accadere varie cose:
* | due corpi rimbalzano inalterati (urto elastico)
* I due corpi si fondono in uno solo (urto totalmente anelastico)
* Idue corpi vengono parzialmente alterati ma non si fondono (urto parzialmente anelastico)
* I due corpi si frammentano in altri corpi (urto anelastico generico)

Attenzione: spesso | testi omettono di considerare i gradi di liberta rotazionali o intorno al centro di massa nella
definizione degli urti elastici. Questo e un errore concettuale grave, che porta confusione!

Un urto si dice elastico se si conserva esattamente I’energia cinetica nel sistema del centro di massa. Questo é
vero se e solo se i corpi dopo l'urto elastico sono nello stesso numero ed esattamente inalterati.

(in linea puramente teorica si potrebbe immaginare un insieme di corpi diverso che conservi esattamente l'energia
cinetica, ma in pratica e impossibile)
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Urti elastici

Limitando per il momento I'attenzione ai soli punti materiali, possiamo scrivere:

!2 ! 12
P i 4 P P 1f D o
2m, 2m, 2m, 2 m,

K'i:K'f:

In linea di principio, sarebbe possibile rispettare l'uguaglianza anche con masse finali diverse da quelle iniziali, ma in
pratica questo € cosi improbabile che di fatto le due definizioni di urto elastico sono equivalenti.

- - - -

. , I —_— —_— ! g . . 0 . .
Poiche D {;——PD »; e P 1f——D ¢ , possiamo riscrivere le energie cinetiche:

12 12
Pl 1 1 p 1 1
e e = [[p"ull=lIp "l

2 \m m,] 2 \m m

1 2
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Urti elastici

In un urto elastico le quantita di moto finali possono cambiare solo in direzione e verso rispetto a quelle iniziali, ma
mantengono lo stesso modulo

La direzione in cui emergono i punti materiali nello stato finale dipende dalla particolare forma delle forze in gioco.

L'uguaglianza dei moduli tra le quantita di moto iniziali e finali di due punti materiali che si urtino elasticamente discende
dai tre Principi della Dinamica

Osserviamo inoltre che, se le quantita di moto finali non sono sulla stessa retta di quelle iniziali, le quantita di moto iniziali
e finali definiscono un piano. Un urto elastico tra due punti materiali puo sempre essere studiato su un solo piano.
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Urti elastici
Cinematica dell’urto elastico tra due punti materiali

| parametri liberi per lo stato finale sono 3, ossia le
tre componenti della quantita di moto finale.

Tuttavia la conservazione dell’energia cinetica ®
(condizione di elasticita dell'urto) aggiunge una
equazione. | parametri liberi rimanenti sono 2,

ossia i due angoli 6 e ¢:

@ definisce il piano dell’urto.

0 definisce I'angolo di deflessione.

Se non e possibile ricavarli dalla conoscenza delle forze d'urto, questi due parametri devono essere misurati (ossia dati dalla
traccia del problema) per completare la descrizione dello stato finale.
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Urti elastici

Esempio: urto da palle da biliardo

La palla 2 urta la palla 5, inizialmente ferma rispetto al
tavolo, con un urto elastico secondo Ila traiettoria
indicata dalla freccia blu e con velocita nota.

>

Sappiamo che la forza e la reazione vincolare che
impedisce la compenetrazione, che e diretta
ortogonalmente rispetto alla superficie, e quindi secondo
la congiungente dei centri. L'angolo di uscita della palla 5 e
quindi noto, e il moto avviene sul piano del tavolo.

Le due reazioni vincolari (tra le palle e con il tavolo) ci danno
le informazioni dinamiche che bastano per chiudere la cinematica dell'urto.
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Urti elastici

Esempio: urto unidimensionale tra due punti materiali, di cui uno fermo. Supponiamo che dopo l'urto entrambi i punti
materiali si muovano ancora sulla stessa retta.

> @
Dy p,.=0
( ( (
plix:plfx+p2fx p2fx:p1ix_p1fx Prp=P1ix— Pi1gx
pilx plfx pgfx = pilX plfx (plix_plfx)2 p 1 i 2p11xp1fx L_i =0
k2m1 2m1 2m, |2m, 2m1 2m, lm,  m, m, i m, m,
\
S S I R L_\/l_l 1 1,1
B m, \m, \m, m|\m m m, \m: m; m; m,  m,
plfx_ 1 1 lix 1 1 lix 1 1
— — —
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Urti elastici

La soluzione con il segno positivo seleziona lo stato iniziale; quindi consideriamo direttamente I'altro caso.

f

\

plfx:plix

Prp=P1ix ™ P1ix

m;—m,

m,+m,

m,—m,

m;+m,

=

(
plfx:plix

Pop—Pix

\

m;,—m,

m,+m,

2m,

m;+m,

Se le masse sono uguali, i due punti materiali semplicemente si scambiano le quantita di moto:
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Urti elastici

Applicazione: moderazione di neutroni

Ci chiediamo se sia piu efficiente un assorbitore di 2°Pb o di acqua (H.O) per moderare (rallentare) neutroni
(

~ mn _mX
me_208m” _ plfx_plix +
m..~m usiamo: m. +m, _
m0216mn p2f :pl_ &
\ X 1X mn+mX
| 207 _
_) —
Sorpresa: grazie ai due atomi di idrogeno, Mpp™ P16~ Piix5ng 209 0.99 P1ix
'acqua e un eccellente moderatore, al _
contrario del massiccio piombo! My = plfx =0
15
kmo_)plfx p11x17 ~—0.88 py;,
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Urti elastici

Applicazione: moderazione di neutroni

Un moderatore per barre di controllo di reattori: B4C (carburo di boro)

me=~11m,
m-.=~12m,

. 10
_)plfx pllx _0'83p11’x

11
_)plfx p11x13 _0'85p11x

|

Se la quantita di moto cala del 17%, I'energia cala del 30%.
Quindi con pochi urti possiamo rallentare i neutroni.
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Urti elastici

Se m; >> my, otteniamo un caso molto interessante

_plﬂ _jplm
Pon— 2D
Per esempio, se il corpo 2 e in realta una parete di “massa infinita”, si ha:

(

vlﬂ Vlm
Pii
Vyp=2—=0
m

\
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Urti elastici

Se aggiungiamo una componente di velocita lungo I'asse y e il piano e liscio, la reazione vincolare rimane comunque
inalterata e abbiamo

(

Vie—= " Viks Vig—Viy

Quindi un punto materiale che urta contro una parete di massa
infinita viene riflesso sullo stesso piano e con angolo di riflessione
rispetto alla normale alla superficie uguale all’angolo di incidenza.
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Urti elastici

Esempio: un caso in cui in un urto elastico non possiamo limitarci ai punti materiali

Problema: Un punto materiale di massa m é lanciato con velocita v e angolo 45°
contro un’asta liscia incernierata ad un estremo, di lunghezza L e di momento
d’inerzia I, rispetto all’asse della cerniera, ed inizialmente ferma.

Si vuol sapere con quale angolo il punto materiale prosegue la sua corsa e qual e
la velocita angolare dell’asta dopo l'urto elastico.

Chiaramente, in questo caso non possiamo trattare il problema con le
formule per i punti materiali, perché l'asta decisamente non lo e.

Poiché l'asta € liscia, le forze tra il punto e I'asta si ridurranno alla reazione
vincolare alla penetrazione, ortogonale all’asta.

Conviene ragionare in termini di momento angolare.

Attenzione: qui non vale nemmeno la conservazione della quantita di
moto, perché c’é una forza esterna impulsiva: quale?
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Urti elastici

Useremo la Il Equazione Cardinale della Dinamica e la conservazione dell’energia

Joi=Jops Ki=K;
11 Eq. Card. Din: Jy,=mTopXV;; Jor=mFop XV +1, &

. .1 2 2y 2 2 2
Conservazione energia: --m (vie+vy, )= S (vfx+vfy)+5 Iw

asta liscia: v, =v;,

&

—mLv,=—mLv,+I, @ —mLv,=—mLv,+] @
1 2> 2y 1 > 2y 1 =11 > 2y 1 2 2y 1 2
im(Vix"'Viy)—Em(fo"'ny)"'ilaCU Em(vl.x+viy)—§m(vfx+viy)+ilaa)
w=mL(v,—v,)II,

2 2N\ 2 oy m° Z(fo_vix>2
m(vix+viy)_m(vfx+vfi)+2_IaL I—i

419
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Urti elastici

Useremo la Il Equazione Cardinale della Dinamica e la conservazione dell’energia

a):mL(vfx—v-

2

2 2 2
vix_vfx+m I_(Vix_vfx)

a

X

)1

a

=

(

2

I

a

vix-l- vfx: m (Vix_ vfx)
L2

1+m—
I

a

fo( ):Vix(m

a):mL(vfx—vix)/Ia
2 2 ’ 2
vix_vfx_ml_(vix_vfx)
A
(m-—1)
vfx: ix 02
L
—+1
()
Vix]- _2Lvix
w=—2L —= ;
I, L~ I+mL
1+m— ¢
k a
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Urti anelastici

Limitando per il momento l'attenzione ai soli punti materiali, si considera di solito I'urto completamente anelastico se
I'energia cinetica finale nel centro di massa si annulla.

p's ph
if P oy

0=K'"=0=
j 2m, 2m,

! — ! —
=p'=p =0
1
| due punti materiali procedono attaccati, con velocita uguale a quella del centro di massa.

Per veri punti materiali non ha molto senso parlare di urti anelastici, perché un punto materiale non puo essere modificato
e I'energia non ha modo di “sparire” e convertirsi in altre forme.

Tuttavia, possiamo usare questo comodo schema per problemi altrimenti inutiimente complicati.
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Urti anelastici

Un altro tipo di urto completamente anelastico: urto con energia cinetica nel centro di massa nello stato finale

nello stato iniziale: I'urto € anelastico!

superiore a quella in ingresso (urto esplosivo) >
Un neutrone che urta un nucleo di 2*°*U puo produrre fissione nucleare.
235 140 94 10 ¥
n+ U= Xe+ Sr+2n ;
n
EE——
r— r 94
K =K"+Q 25 17 Sr
Q rappresenta il guadagno energetico dalla reazione di fissione, e viene <
dalla conversione dell’energia potenziale di legame dei nuclei e frammenti
generati in energia cinetica
Evidentemente, il numero e tipo dei corpi nello stato finale & diverso da quelli n

In questo caso, non e possibile prevedere le direzioni di uscita dei corpi nello stato finale da |
considerazioni cinematiche v
- . _ | " 422



